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はじめに 
本稿では、デリバティブズを含む各種金融取引についている市場価格をイールドカー
ブ･モデルがほぼ完全に再現できるように、モデルのパラメーター推定を行っている。これ
は通常キャリブレーションと呼ばれ、マーケットで観測できる市場価格情報を基に、それ
らと整合的なパラメーターを決定する作業である。キャリブレーションはイールド･カーブ
を実務で利用する上において最も重要な要素の一つであり、重要な点は、仮にこうした整
合性が崩れていたとすれば、何らかの金融商品についてモデルから導かれる価格と市場価
格に乖離が生じていることになり、モデルに依拠して収益評価を行う主体はリスクをとる
ことなく容易に利益をあげられることになる。こうした無裁定条件が満たされない世界を
受け入れることは実務上困難であるため、正確かつ効率的なキャリブレーション技術が極
めて重要となる。 
ところで本稿では、キャップ/フロアーとスワップションのどちらも評価できるフォワー
ド LIBOR レートを原資産とするモデルを用いて、モンテカルロ法によりキャリブレーショ
ンを行っている。フォワード LIBOR レートを原資産とするモデルとしては BGM モデルが
知られており、実務的にも注目されている。しかし BGM モデルにはキャップ/フロアーと
スワップションとの間にモデルの整合性がとれないという問題点があり、スワップション
の評価の際には何らかの調整が必要となる。またモンテカルロ法は計算負荷が大きいため
今日まで計算負荷を軽減する方法が各種提案されている。この 2 点については
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Rebonato[1999a,b]がその方法を提案しており、石山[2002]は、BGM モデルを活用するため
にパラメーターの具体的な推定方法およびその実証を、Rebonato[1999a,b]の方法を用いて
スワップション･ボラティリティ（円金利ベース）を対象にパラメーターの推定を行ってい
る。結果は、隣接するフォワード LIBOR レート間の相関係数がマイナスになる等、マーケ
ットで観測されるイールドカーブの変動を示すようなパラメーターの値が得られていない。
石山[2002]はこの背景の一つとしてサンプル数に比べて推定するパラメーターの数が相対
的に多く、パラメーター推定の安定性が必ずしも確保できない点を上げている。またこの
点に関して複数の提案がなされているが、現状では決定打となるような手法はまだ提案さ
れていない、とも述べている。 
そこで本稿は、この問題点の解決方法の一つとして GBM モデルの代わりにストリング･
モデルを用いることを提案する。ストリング･モデルとは、Kennedy[1994]により確率的ス
トリングとしてフォワード･レートの金利の期間構造に関する変動モデルのアイディアが
示され、Kennedy[1997]、Goldstein[2000]および Santa-Clara and Sornette[2001]によって一般
化されてきた、比較的新しいイールドカーブ･モデルである。ストリング･モデルは、イー
ルド･カーブの相関構造を直接モデルに組み込むことにより、相関構造を考慮した金利の期
間構造全体の変動を表現することが可能であるという特徴を持つ1。ストリング･モデルを
用いてキャリブレーションを行っている先行研究としては Longstaff,Santa-Clara,and 
Schwartz[2000](以下、LSS)があげられる。彼らは相関行列のランクを落とす方法により行
っており、この方法はストリング・モデルを使用しているにもかかわらず同モデルの特徴
であるイールド･カーブの相関構造を反映していない。そこで本稿ではストリング･モデル
の特徴を生かす調整方法を考えモデルに適用している。まずボラティリティと相関構造を
分離して取り扱うことにし、相関構造は Santa-Clara and Sornette[2001]で紹介されている関
数を当てはめる。こうすることにより石山[2002]のように隣接するフォワード LIBOR レー
ト間の相関係数が負の値をとることが防げる。ボラティリティについては、マーケットで
提示されているボラティリティ･サーフェイスを活かす調整式を当てはめている。またパラ
メーター数は最大 4 つとし、34 のスワップション価格から推定している。なお石山[2002]
は、スワップションの評価についてその価格ではなくボラティリティを対象としているが、
彼は推定されたパラメーターをモデルに当てはめることによりスワップションの市場価格
との比較を行っておらず、推定されたパラメーターおよびモデルがスワップションの市場
価格をどの程度説明するものかを示していない。本稿ではスワップション価格を直接キャ
リブレーションの対象としており、モデルの説明力を計量的に示せる利点がある。 
キャリブレーションは、複数の相関構造を示す関数を当てはめて行い、LSS と結果の比
較を行っている。マーケット価格とのフィッティングが悪ければ石山[2002]の問題点を解
決したことにはならない。結果は、分析期間中の RMSE ( Root Mean Squared Error)の中央
値が 3%を下回る値を示しているボラティリティと相関構造の組み合わせもあり、スワッ
プション･マーケット価格に対するモデル価格のフィッティング度合は、LSS と同程度の結
果が得られている。また LTCM 危機の期間については RMSE の値が LSS よりも安定して
いる結果が得られた。これらの点から本稿のモデルは、LSS 同様に、スワップションのマ
                                                        
1 BGM モデル、ストリング･モデルとも、HJM モデルのフレームワークで説明している文献もある。こ
の意味において BGM モデルとストリング･モデルは同じフレームワークのモデルである。 
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ーケット価格にフィットしていると考えられる。なお本稿のモデルは、与えた相関関数の
違いによりキャリブレーション結果に大きな差異が出ており、ストリング･モデルにおける
相関構造の重要性を示唆する結果も得られた。 
 
本稿の構成は以下のとおりである。第 1 節において、金利の金利構造モデルの重要性の
背景を述べ、第 2 節において、ストリング･モデルの誕生の背景、モデルの概要、及びその
優位性等を中心にまとめ、第 3 節では、キャリブレーションで使用するモデルの概要、ボ
ラティリティと相関構造とその調整方法について、及びキャリブレーション手順の概要を
示している。第 4 節ではキャリブレーション結果を示し、第 5 節では全体の考察を行って
いる。なお補論においては下記の点をまとめている。補論 1 においては金利モデルの変遷
についての簡単なまとめ、補論 2 においては価格ボラティリティと金利ボラティリティの
関係について記述している。なお補論１においては神楽岡、鈴木[2006]によるところが多
いものの、必要に応じて加筆及び修正を加えている。 
 
 
１．金利の期間構造モデルの重要性について 
本節では、本研究の背景にある金利の期間構造モデルの重要性について、実務上の側面
から述べる。 
 
90 年代後半、個人投資家向けの投資商品として「EB（他社株転換可能債）」が大量に発
行され、また最近では日経平均株価に連動する債券が組み込まれた公募投信が銀行窓販を
中心に販売される等、いわゆる仕組債が個人投資家向けに一般的に発行されるようになっ
てきた。とろで仕組債とは、広義には、資産担保証券、リパッケージ債、デリバティブ内
臓された債券を指し、狭義にはスワップやオプションを組み込むことによって投資家のニ
ーズに合わせたキャッシュフローの実現を目指したいわゆるデリバティブ内臓の債券を指
す。仕組債は、投資家のニーズに合わせて満期期間やクーポン、償還金等を比較的自由に
設定できるオーダーメイド発行が可能であるため、投資家は、例えば固有のポートフォリ
オのキャッシュフロー･バランスやヘッジ、あるいは ALM(Asset Liability Management)に仕
組債を用いることができる。仕組債は主に 90 年代に入り多く発行され始め2、近年は年間
10 兆円に達する規模の市場といわれるまでに拡大し、年間発行総額約 7～8 兆円の普通社
債市場を越えるほどに成長してきている。スキームも複雑･多様化しており、例えば、組み
込まれるデリバティブの原資産も為替レート、金利、株価からコモディティまたはヘッジ
ファンドにまで広がりを見せ、デリバティブの種類も、複数回コールが可能なバミューダ
ン･オプションやエキゾチック･オプション等がくみこまれたものが多く発行されている。 
 
さてこのような仕組債のプライシングは通常どのように行なわれるのであろうか？実
は仕組債はスワップあるいはスワップション契約がベースとなり投資家のニーズに合わせ
て商品が組成されるため、このような仕組債のプライシング及びリスク管理は、将来のイ
                                                        
2 80 年代にもデュアル･カレンシー債、日経平均連動債が販売されている。90 年代に入り長引く低金利を
背景にワンタイム･コーラブル債が発行されヒット商品となった。 
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ールドカーブを表現するモデルがベースとなる。イールドカーブ･モデルとは、金利の期間
構造に関するモデルである。仕組債あるいは金利デリバティブがマーケットにおいて数多
く取引されていることから実務的にも重要性が高く、また数理ファイナンスの研究領域に
おいても従来から高い関心を集めている分野である。イールドカーブ･モデルは、将来の金
利がどのような確率過程に従って発展して行くのかをモデル化するものであり、小田
[2001]は主に次の理由からその取り扱いには注意が必要であると述べている。 
● 満期の違う金利が互いに関連性をもって確率的挙動をしている（金利の期間構造）。 
● 一般に、短期金利のボラティリティは長期金利のそれより大きいことが知られている
（金利のボラティリティの期間構造）。 
● 金利は平均回帰性を持つ。 
● 金利は、金利デリバティブズの原資産であると同時に、一般の金融商品の現在価値を
算出するための割引率を決める役割もになう。 
これらの問題に対応するには、ある特定の満期の金利が単独で確率的挙動をすると考え
るのではなく、金利の期間構造全体が確率的挙動をすると考えるモデルが必要となる。本
稿では金利の期間構造モデルについてストリング･モデルを採用しているが、モデル概要及
び特徴等については 2 節に述べている。 
 
 
２．ストリング･モデルについて 
イールドカーブ･モデルについて、これまでに多くのモデルが提案･研究されているが、
本稿ではそのフレームワークとしてストリンング･モデルを用いている。ストリング･モデ
ルは、Kennedy[1994]により確率的ストリングとしてフォワード･レートの金利の期間構造
に関する変動モデルのアイディアが示され、Kennedy[1997]、Goldstein[2000]および
Santa-Clara and Sornette[2001]によって一般化されてきた、比較的新しいイールドカーブ･モ
デルである。ストリング･モデルは、イールド･カーブの相関構造を直接モデルに組み込む
ことにより、相関構造を考慮した金利の期間構造全体の変動を表現することが可能である
という特徴を持つ。以降ではストリング･モデル誕生の背景とその構造について述べ、また
キャリブレーション等その利用に際しては離散化したモデルを使用するため、離散化スト
リング･モデルについても触れている。 
 
タームストラクチャー及び金利デリバティブズのプライシングにおいて最も重要な問
題の一つは、異なる満期の金利あるいは債券間の相関構造を正確に計算することである。
この問題はヘッジ戦略に直接的な影響を及ぼす。従来の、例えば HJM のフレームワークを
もつマルチファクターモデルにおいては、相関構造は限られたファクターで示され、それ
は異なる満期の金利あるいは債券価格の変動において自然な関連性を反映していない。 
ところで HJM モデルは、イールドカーブ･モデルの中でも他の多くのイールドカーブ･
モデルを包含する意味で、最も包含的なモデルであると言われている。HJM のフレームワ
ークを持つモデルは、当初のタームストラクチャーに整合するようキャリブレートされる。
しかし、もしパラメーターが直前にキャリブレートされた値に固定されているのであれば、
このようなモデルはタームストラクチャーの将来のイノベーションと一致する保証はない。
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モデルの理論に基づいた仮定は決定論的な係数を求めるが、実際の実行においてはパラメ
ーターの連続的な再キャリブレーションを条件としなければならない。それゆえに、HJM
のフレームワークを用いたモデルは、モデルの仮定と実務的な応用の間に矛盾が存在する
と考えられる3。この矛盾の理由の一つとして、従来のタームストラクチャー･モデルは、
例えば全てのフォワードレートに対して同じショックを用いていることがあげられる。こ
れは異なる満期の債券価格間の相関構造を制限することになり、許容できるイールドカー
ブの形状およびダイナミクスを限定してしまう。ストリング･モデルが考案された背景の一
つとしては、このような問題点を解決することにある。 
 
ストリング･モデルはランダム･フィールド･モデルとも言われ、無限次元モデルのクラ
スで取り扱われる。なお本稿では混乱をさけるため、以降はストリング･モデルに統一して
記述する。このモデルのメイン･イノベーションは、瞬間的フォワード･レートそれぞれが
リスクファクターであると仮定し、各瞬間的フォワード･レート間の相関構造が直接モデル
に組み込まれている点にある。つまりモデルは、満期毎に配列された金利あるいは債券価
格の自らのショックによって駆動され、これらショックはそれぞれ異なる他の満期の瞬間
的フォワードレート（あるいは債券価格）のショックと不完全に相関しているという構造
を持つ。このモデルの定式化について瞬間的フォワードレートを用いて行なうと次のよう
になる。 
( ) ( ) ( ) ( )TdZTdtTTdf tttt ?σµ +≡   
ここで、 ( )TdZt はイノベーション、T は満期日を表すインデックス4を示す。 
2-1 式は外見上 HJM モデルと類似している。 ( )TdZt は１次元ブラウニアン･モーションを 2
次元ブラウニアン･フィールド（またはストリング･ショック）に一般化したものである。
このように構築されたモデルは、フォワードカーブの各ポイントは自らのショックによっ
て駆動されるため無限次元をもつことになる。このように ( )TdZt はフォワードレートの異
なるポイントに対するショックの、異なるマグニチュードを定義するのみならず、これら
ショック間の相関構造も内包している。ところでその相関構造については、例えば下記の
構造として示すことができる。 
( ) ( )[ ] 2121 , TTtt eTdZTdZcorr −−= ρ??  
2-2 式のタイプの相関構造は、全ての満期におけるフォワード･レートのダイナミクスにモ
デルを適合できるようにする。これは伝統的なマルチファクターモデルでは取り扱わない
問題である。 
なお、リスク･ニュートラル測度 Q の基に 2-1 式を書き直すと、 
( ) ( ) ( ) ( )TdZTdtTTdf QttQtt ?σµ +≡  
                                                        
3 consistency problem と呼ばれる。 
4 T を満期日のインデックスとしてではなく、満期までの期間としている文献もある。 
(2-1) 
(2-2)
(2-3)
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となり、相関構造について、 
( ) ( )[ ] ( )2121 ,,, TTtcTdZTdZcorr QtQt =  
と定義すると、ドリフト項は、リスク･ニュートラル測度 Q の基に、 
( ) ( ) ( ) ( )∫= 　T　t stQt dssT,t,cTσTσdtTµ  
と書け、ボラティリティと相関構造によって決定される。 
 
ストリング･モデルが無限次元モデルであることはすでに述べたが、この無限次元がモ
デルのフレキシビシティーに多くの制限を与えることになるためモデルを低次元化する試
みも行なわれている。Collin-Dufresne and Goldstein[2003]は、ストリング･モデルについて
低次元モデルに次元を低減しなければ実行不可能であると広く指摘されている旨を紹介し
ている。実際 LSS5及び Han[2004]は主成分アプローチにより相関構造の次元を低減してス
トリング･モデルを推定している。しかしこの低次元化による弊害も報告されている。Dai 
and Singleton[2003]は、この低次元相関は、低次元モデルが債券、キャップ、及びスワップ
ションのプライシング及びヘッジになぜ失敗するのかについて説明している。また
Collin-Dufresne and Goldstein[2003]によると、たとえ正確なモデルが知られており、モデル
のパラメーターが完全に推定されたとしても、モデルが低次元システムに近似されていた
場合には、重要なプライシング･エラーが発生することを示している。では無限次元モデル
を低次元モデルに次元を低減せずに取り扱うことは可能であろうか？ Hon Yan[2001]は、
無限次元モデルは無限数のファクターを持つことを意味するものではなく、妥当と思われ
る相関構造は 2-2 式のように、多くのパラメーターを用いずに生成できることを示してい
る。 
 
次に離散ストリング･モデルを示す。LSS ではフォワード LIBOR レート･モデルあるいは
フォワード SWAPレート･モデルにストリング構造を取り入れたものを離散ストリング･モ
デルとして示している6。ここではフォワード LIBOR レート･モデルを対象に説明する（以
下、ストリング･フォワード LIBOR レート･モデルとする）。ここで時点 t でテナーをτと 
する LIBOR レートを ( )τ+tLt とすると、この ( )τ+tLt レートで時点 t に単位金額 1 だけ借
りたとすれば、時点 τ+t に ( )ττ ++ tLt1 を返済する。裁定条件から LIBOR レートと割引債
価格は相互に関係している。両者に裁定機会が生じないためには、 
( ) ( )τττ ++=+ tLtB tt 1
1  
                                                        
5 LSS も本稿同様にストリング･モデルのキャリブレーションを行なっているが、モデル構築のベースが
LSS はヒストリカル･ベースであるのに対して本稿はインプライド･ベースである点が異なる。なお、モデ
ルの構築、キャリブレーションの方法について、一部 LSS を参考にしている。 
6 LSS はストリング･マーケット･モデルと呼んでいる。 
(2-4)
(2-5)
(2-6)
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が成立する必要がある。 ( )τ+tBt は、時点 t における満期 τ+t の割引債価格である。また、
BBA（British Bankers’ Association）が取り扱っている LIBOR レートはスポット取引のみで
あるが、フォワード LIBOR レートを対象にした取引も店頭取引で盛んに取引されている。
将来の期間 τ+TT , に適用する LIBOR レートの時点 t における値を ( )τ+TTLt , とすると、
フォワード LIBOR レートと割引債価格の間で裁定機会がないためには、 
( ) ( ) ( )τττ ++=+ TTLTBTB ttt ,1
1  
が成立していなければならない。ここで、 τττ +=+=+= −12312 ,,, NN TTTTTT L とすると、
マーケットには 1−N 個のフォワード LIBOR レートが存在することになり、そのダイナミ
クスは、行列表記を用いて次のように書ける。 
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
Q
t
Nt
t
N
Q
t
Q
t
NNt
NNt
t
t
dZ
T
T
dt
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TTL
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⎢⎢
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⎣
⎡
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,
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OMM  
Z の相関構造をΨ と書くとΨ は、 
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
=Ψ
1
1
1
1
,
,
TT
TT
N
N
ρ
ρ
O  
の構造を有す。 
 
実はこのような離散ストリング･モデルは、複数のフォワード LIBOR レートが結合対数
正規分布に従い、ファクター数が同じ場合にのみ、フォワード LIBOR レート･モデル（BGM
モデル）と同じ物となる。Kerhof and Plesser[2002]は、離散ストリング･モデルは BGM モ
デルと表現方法が等値であると述べており、結果として離散ストリング･モデルは HJM フ
レームワークの特別なケースであることを示している。しかし Eydeland and Wolyniec[2002]
（邦訳：山木要一,「電力取引の金融工学」）は、特にエネルギー市場においては他の HJM
フレームワークのモデルよりも離散ストリング･モデルが優れていると意見を述べている。
まず、離散ストリング･モデルは他のモデルと異なり、ストリング･モデルの要因は履歴デ
ータから直接観測可能であり、パラメーターはオプション契約等の他の利用可能な取引契
約から示唆される。また十分な履歴データが存在しない場合は、無理のないモデルの選択
はストリング･モデルのみであり、十分な履歴データがある場合でも、ボラティリティの歪
やスマイルがある場合において、表現方法の等値性は成立しないとしている。ボラティリ
ティの歪やスマイルについては、エネルギー市場のみならず、金利市場にも存在しており、
フォワード LIBOR が従う分布についても対数正規分布よりもファット･テール性を有する
(2-7)
(2-8)
(2-9)
・
・ 
・
・
・ 
・
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分布であることが多くの研究から指摘されている（例えば石山[2002]）。よって金利市場に
おいても離散ストリング･モデルが優れていると考えられる。 
 
 
３．キャリブレーション 
本稿ではフォワード LIBOR レートを原資産とするストリング･モデルにより、モンテカ
ルロ法を用いてスワップションを対象とするキャリブレーションを行っている。BGM モ
デルをはじめとする従来のモデルでは、フォワード LIBOR レートを原資産とするイールド
カーブ･モデルからは直接スワップションを評価できないために何らかの調整を行ってお
り、また、マルチ･ファクター･タイプのモデルでは計算負荷の削減を目的にファクター数
を減らす方法が考えられている。これらの点について BGM モデルをベースに上記問題に
取り組んでいる先行研究があるものの、推定されたパラメーターは実際のイールドカーブ
の動きを示すものではない結果が出ている。本節ではストリング･モデルを用いることによ
りこれらの問題点の解決方法を提案している。また本節では、割引債価格からキャリブレ
ーションを行う理由、キャリブレーションに使用するデータ及びその方法についても述べ
ている。 
 
前節において、ストリング･フォワード LIBOR レート･モデルについて述べてきたが、マ
ーケットで直接取引されている金利を状態変数として用いる場合、その候補としてはフォ
ワード LIBOR レートの他にもフォワード SWAP レートもある。しかしフォワード LIBOR
レート･モデルは、解析的にせよ数値的にせよキャップ／フロアー、スワップションどちら
も評価可能であるのに対し、フォワード SWAP レート･モデルはキャップ／フロアーを評
価することができない7。従って、本稿で用いるモデルは適用範囲の広さからフォワード
LIBOR レート･モデルとする。ただし、フォワード LIBOR レートを原資産とするイールド
カーブ･モデルを用いて直接スワップションの評価はできないため、何らかの調整が必要と
なる。またフォワード LIBOR レート･モデルからはスワップションの解析解が求められな
いためモンテカルロ法などの数値的な解析を行う必要がある。これらの点に関する先行研
究としては Rebonato[1999a,b]や石山[2002]があげられる。まずモンテカルロ法についてで
あるが、相関構造の次元数（たとえば M 次元）が大きくなると、M 次元標準正規乱数発
生の計算負荷が重くなる問題が発生する。この場合、主成分分析により互いに独立な説明
変数（ファクター）を抽出し、それらのうち主要なファクターのみでモデルを構築し直す
方法を用いることが多い。Rebonato[1999a,b]も、この方法を踏襲したファクター数削減方
法を提案している。しかし Rebonato[1999a,b]の方法は、M の次元が大きくなるにつれ推定
しなければならないパラメーター数も増加するという問題点がある。例えば期間を 10 年と
し、テナーを 6 ヶ月とするフォワード LIBOR レートのシミュレーションを行う場合、M
は 20 となる。ここでファクター数を 3 にすると、Rebonato[1999a,b]の方法では 40 のパラ
メーターを推定する必要がある。次にスワップション評価の際の調整についてであるが、
Rebonato[1999b]はスワップション･ボラティリティの近似式を示している。具体的には、
                                                        
7神楽岡、鈴木[2006]等を参照 
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割引債価格、LIBOR レート、相関係数、およびモデルで使用するボラティリティを説明変
数としてスワップション･ボラティリティを近似している。説明変数の中で、相関係数とボ
ラティリティを定めればスワップションの評価が可能となる。石山[2002]は、相関係数に
は上記に示した Rebonato[1999a,b]の方法を、またボラティリティは、定数あるいは任意の
関数を設定することによりスワップション･ボラティリティ近似式を構築している。パラメ
ーターの推定は、円建てのスワップション･ボラティリティを被説明変数として行っている。
結果は隣接するフォワード LIBOR レート間の相関係数がマイナスになる等、マーケットで
観測されるイールドカーブの変動を示すようなパラメーターの値が得られていない。石山
[2002]はこの背景の一つとしてサンプル数に比べて推定するパラメーターの数が相対的に
多く、パラメーター推定の安定性が必ずしも確保できない点を上げている。またこの点に
関して複数の提案がなされているが、現状では決定打となるような手法はまだ提案されて
いない、とも述べている。 
そこで本稿では、このような問題点の解決方法の一つとしてストリング･モデルの特性
を生かした方法を提案している。まずフォワード LIBOR レート･モデルからスワップショ
ンを評価する際の調整については、Rebonato[1999b]がスワップション･ボラティリティの
近似式に相関係数を織り込んでいるのに対して、本稿ではストリング･モデルのダイナミク
スは任意の相関構造を持つストリング･ショックとして示せるため、ボラティリティと相関
構造をそれぞれ分離して取り扱うことにする。 
まずボラティリティは、単純にマーケットで提示されているスワップション･ボラティ
リティに調整項を加えたものとして示し、具体的には 
( ) ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +
−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +
++
2
exp
2
, jijijit
TTTT
TT γβασ  
で表されるものとする。ここで ( )jit TT ,σ は、オプション期間を iT 、スワップ期間を jT とす
るスワップション･ボラティリティを示す8。3-1 式の第 2 項は、時間に依存し、その値はα、
β、γを通じてマーケットから与えられる構造としている。3-1 式は直接スワップション･
ボラティリティを内包しているため、キャリブレーション時のマーケット情報を直接反映
できる特徴をもつ9。特にボラティリティに歪みが発生している場合等はその情報の反映に
期待できる。 
次に相関構造であるが、これはある任意の関数 ( ) ( ) ( )[ ]jtitji TdZTdZcorrTTtc ,,, ≡ で
表されるものとし、具体的には Santa-Clara and Sornette[2001]で用いられている、 
(1)The Brownian sheet 
                                                        
8 LSS 同様に本稿のキャリブレーションはスワップションのみを対象としている。 
9 マーケットで提示されているボラティリティは Black の先物オプション評価式から求められたものであ
り、理論的にはボラティリティの期間構造が反映されていない。しかしそのサーフェイスを観察すると、
短期金利のボラティリティは長期金利のそれよりも大きいサーフェイスとなっており、表面的にはボラテ
ィリティの期間構造を反映しているように見える。 
(3-1)
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( ) ( )
ji
ji
ji
TT
TT
TTc
,min
, =  
(2)The modified Brownian sheet 
( ) ( )( )ji
ji
ji TT
TT
TTc
,max
,min
, =  
(3)The integrated O-U sheet 
( ) ( ) ( )jijiji TTTTTTc −−−−= δδ exp1,  
 
(4)その他 
( ) ⎟⎠⎞⎜⎝⎛ −−= jiji TTTTc δexp,  
とする（上記表記においては t を省略）。相関構造として上記のような関数を設定すること
により、石山[2002]の結果のように隣接する割引債価格の変動の相関係数が負の値を示す
ことが防止できる。また、シミュレーションに際しては Rebonato[1999a,b]のように相関構
造の次元数が増えてもパラメーターが増加する問題は生じない（シミュレーションの方法
についてはこの後に記述する）。 
なお、キャリブレーションの実行に際し、ボラティリティ関数と相関関数は下記組み合
わせで行なっている。 
ボラティリティ関数と相関関数のパターン 
 ボラティリティ関数 相関関数 推定するパラメーター 
①  3-1 式の第 1 項  3-4 式 δ 
②  3-1 式の第 1 項  3-5 式 δ 
③  3-1 式  3-2 式 α、β、γ 
④  3-1 式  3-3 式 α、β、γ 
⑤  3-1 式  3-4 式 α、β、γ、δ 
⑥  3-1 式  3-5 式 α、β、γ、δ 
さて、実際のキャリブレーションの方法についてであるが、本稿では下記の理由から割
引債についてモデル化及びキャリブレーションを行なう。理由の１つは、割引債価格は金
利の世界において最も基本的な概念であり、スワップ契約の現在価値やフォワード･レート
等は割引債価格を経由して求められる。つまり割引債価格を求めておけばその後いかなる
金利への変換が容易に行なえる点である。もう一つの理由は、割引債価格の変動をモデル
化することにより、リスク･ニュートラルな世界におけるドリフト項は短期金利（リスク･
(3-2)
(3-3)
(3-4)
(3-5)
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フリー･レート）で示せるため、実装化が簡単であるというメリットを持つ点にある。とこ
ろで時点 における満期 の割引債のダイナミクスは下記式で表される。 
( )
( ) ( )
Q
ttt
t
t dWTdtr
TB
TdB ϑ+=  
本稿では、3-6 式のダイナミクスからスワップション価格を求め、その値がマーケット
価格と整合するようパラメーターの調整を行なう。なお、フォワード LIBOR レートから割
引債価格への変換は 2-7 式を用いればよい。 
 
次に割引債価格のシミュレーションに使用する式を示す。これは 3-6 式に伊藤の公式を
当てはめ、また離散化することにより求められる。具体的には次の式を用いている。 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
−∆−+∆⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−=+ tTZtT
tT
rTBTB ttprice
tprice
ttt ,
2
,
1 2
exp σ
σ
 
3-7 式において、 t は現時点を示し、T はフォワード SWAP レートの満期を示す。 ( )TBt は
時刻 t における満期T の割引債価格を示す。本稿では、 t はゼロ時点から 0.5 年刻みで 10
年後までを示し、T は 1 年から 0.5 年刻みで 10 年後までを示す。Δは t 時点から 1+t 時点
までの時間間隔を示し、本稿ではこれを一律 0.5 年としている。 tr は t 時点における満期 t
のフォワード SWAP レート、つまり 0.5 年のスポット･レートを示す。 ( )tTtprice −,σ は金利
ボラティリティを価格ボラティリティに変換したもので（この変換に関する概要は補論 2
を参照）、例えば ( )4104, −priceσ であれば、オプション満期が 4 年のスワップ契約が今から 4
年後に始まりその契約の満期が今から 10 年後に訪れるフォワード SWAP 契約の金利ボラ
ティリティに対する価格ボラティリティを示す。3-7式における Z はブラウン運動を示す。
それぞれ独立したブラウン運動を uncorrZ 、各割引債の価格変動間の相関構造をC 、C をコ
レスキー分解した行列で下三角行列を TM とすれば、 Z は次のように書ける。 
uncorr
T ZMZ =  
ここで示すC は 3-2 式から 3-5 式で示される関数から求められ、 MMC T= となる。なお、
相関構造は期間中変動しないものと仮定している。 
次にキャリブレーションで使用するデータ等についてであるが、キャリブレーションは
02 年 1 月から 05 年 8 日までの月次データを用いて行っている。その期間のマーケット･デ
ータは、米ドル建て 6 ヶ月 LIBOR、12 ヶ月 LIBOR、及び米ドル建て 2 年、3 年、4 年、5
年、6 年、7 年、8 年、9 年、10 年の各スワップ･レート、スワップション･ボラティリティ
は、オプション期間が 0.5 年、1 年、2 年、3 年、4 年、5 年、7 年、10 年、スワップ期間
が 1 から 10 年まで１年毎のスワプション･ボラティリティ用いている。なお、スワップ期
間 0.5 年のスワップション･ボラティリティはマーケットにおいて提示されていないため、
本稿においてはスワップ期間 1 年のスワップション･ボラティリティで代用することとし
(3-6)
(3-7)
(3-8)
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た。またスワップ･レートのイールド･カーブ及びスワプション･ボラティリティの期間構造
は、0.5 年間隔でキュービック･スプラインにより補間されたデータを用いている。また各
ポイントの割引債価格はブートストラップ法により求めている。こうすることにより、シ
ミュレーションは 20 個の割引債（0.5 年間隔で 0.5 年満期の割引債から 10 年満期の割引債
が存在）、および 400 個のスワップション･ボラティリティ（20×20：オプション期間、ス
ワップ期間とも 0.5 年間隔の 0.5 年から 10 年までのマトリックス）を用いてスタートする
ことになる。 
 
シミュレーションは、次の手順で行なう。まず 1 回のシミュレーションは下記手順で行
なわれる。 
① まず 20 個の割引債（0.5 年間隔で 0.5 年満期の割引債から 10 年満期の割引債）を用
いて現在時点の割引債の価格カーブを描く。なお 3-1 式の第 2 項で示されるボラティ
リティの調整項、及び 3-2 式から 3-5 式で示される割引債の価格変動の相関構造につ
いて、適当なパラメーターを代入してイニシャル値を求める。 
② 次に 3-6 式を用いてこの割引債価格カーブが 0.5 年後にどのように形状変化するかを
表現する。具体的には①で求めた満期 0.5 年から満期 9.5 年の割引債価格、3-1 式の
スワップション･ボラティリティとしてオプション満期 0.5 年、スワップ期間は 9.5
年までのボラティリティ、及び①で求めた相関構造のうち 9.5 年までの相関マトリッ
クスを 3-7 式に代入して求める。ここで は 0.5 年満期の割引債価格から求められる
金利とする（以下の工程で同じ）。その後、描かれた割引債価格のカーブから比較対
象としている ATM ヨーロピアン･スワップション（表 1 参照）の価格を求めてそれ
を保存する。 
③ ②と同様に更なる 0.5 年後（現在時点から 1 年後）の割引債価格カーブを描く。使用
するデータは②で求めた満期 0.5 年から満期 9 年までの割引債価格、2-4 式のスワッ
プション･ボラティリティとしてオプション満期 0.5 年、スワップ期間 9 年までのボ
ラティリティ、及び①で求めた相関構造のうち 9 年までの相関マトリックスを 3-7 式
に代入して求める。その後、予め定めた ATM ヨーロピアン･スワップションの価格
を求める。その後、描かれた割引債価格のカーブから比較対象としている ATM ヨー
ロピアン･スワップション（表 1 参照）の価格を求めてそれを保存する。 
④ 以降、0.5 年刻みで 9.5 年目まで③を繰り返す。 
なお上記手順では、時間の経過に伴い長い満期の割引債からシミュレーションを行なって
いないが、これは本稿では将来的にシミュレートされた割引債価格を用いて仕組債の価格
付けへの適用を考えているためである。一般的に債券は時間の経過に伴い残存期間が短く
なって行くため、本稿では計算の無駄を省く意味で捨象している。なお、本稿ではシミュ
レーションを 0.5 年間隔で行なっているが、例えば利払いが 4 半期毎に発生するような商
品の場合には 0.25 年間隔で行なえばよい。 
シミュレーションは、LSS 同様に、対称変数法を用いて上記①から②の工程を 2000 回行
なう。その後、マーケットで提示されているスワップション･ボラティリティから求められ
るＡＴＭヨーロピアン･スワップションの価格（マーケット価格）と、上記工程の①以降で
求められたＡＴＭヨーロピアン･スワップションの価格（モデル価格）を用いて、マーケッ
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ト価格に対するモデル価格とマーケット価格の価格差の値（単位はパーセンテージ）の
RMSE を目的関数とする一般的な数値最適化を行い、ボラティリティ及び相関構造のパラ
メーターを求める。ここで、比較しているＡＴＭヨーロピアン･スワップションは LSS と
同様の 34 個の値をもちいている（表１参照）。石山[2002]は Rebonato[1999a,b] スワップシ
ョン･ボラティリティの近似式についパラメーターを推定しているのみで、推定されたパラ
メーターをモデルに当てはめることによりスワップションの市場価格との比較を行ってお
らず、はたして推定されたパラメーターおよびモデルがスワップションの市場価格をどの
程度説明するかを示していない。本稿では上記のようにスワップション価格を直接キャリ
ブレーションの対象としているためモデルの説明力を計量的に示すことができる。 
 
表 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
＊●がキャリブレーションに使用している ATM ヨーロピアン･スワップションを示す。 
 
４．検証結果 
前節で示したように、石山[2002]の問題点はストリング･モデルを用いることによりモデ
ルの構造を改善することはできる。しかしマーケット価格とのフィッティングが悪ければ
使い物にならないため、本節では、当該モデルのスワップション･マーケットに対するフィ
ッティングについてデータ検証を行う。ベンチマークとしては LSS の結果を用いる 。 
まず LSS の方法と結果について述べる。彼らはフォワード LIBOR レートを原資産とす
るストリング･モデルについて、1997 年 1 月 24 日から 1999 年 7 月 2 日まで（週次）のス
ワップションを対象にキャリブレーションを行い、イールドカーブ変動の主成分分析を行
っている。彼らは、分析期間中については 4 ファクターのモデルが最も説明力が高いとの
結論を出している。また LTCM 危機の期間を除く 4 ファクター･モデルの RMSE の中央値
は約 2%～5%超の結果が得られており、彼らはストリング･モデルはスワップション･マー
ケットにうまくフィットしていると述べている。しかしLTCM危機の期間のRMSEの値が、
他の期間と比べて非常に高い値を示しており 16%超の値を記録している時期もある。 
 
さて本稿の結果であるが、まずボラティリティ関数と相関構造のパターン（以下、パタ
期間の単位：年
1 2 3 4 5 6 7
0.5 ● ● ● ● ● ●
1.0 ● ● ● ● ● ●
1.5
2.0 ● ● ● ● ● ●
2.5
3.0 ● ● ● ● ● ●
3.5
4.0 ● ● ● ● ●
4.5
5.0 ● ● ● ● ●
ス
ワッ
プ
期
間
オプション期間
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ーン）のそれぞれについて検証を行う。パターン①、②はその調整を相関構造のみで行な
うケースを、パターン③、④はその調整をボラティリティのみで行なうケースを、そして
パターン⑤、⑥はその調整を相関構造、ボラティリティの両方で行なうケースをそれぞれ
示している。図表１を見ると、パターン⑤、⑥の RMSE の値が他のパターンの値よりも分
析期間中一貫して下回っていることが確認できる。その平均値と標準偏差はパターン⑤が
2.68%と 0.91%、パターン⑥が 4.49%と 1.10%の値を示しており、これらの値は他のパター
ンと比較して小さな値であることから、分析期間中において他のパターンよりもフィッテ
ィングが良くかつ安定していることを示している。特にパターン⑤の結果は、RMSE の最
大値が 5.10%、最小値が 1.35%であることから、LSS 同様にパターン⑤のストリング･モデ
ルもスワップション･マーケットにうまくフィットしていると言える。 
次に LTCM 危機の期間を見てみる。期間については 1998 年 5 月から 1999 年 3 月までと
し、データは、米ドル建て 6 ヶ月 LIBOR、12 ヶ月 LIBOR、及び米ドル建て 2 年、3 年、4
年、5 年、7 年、10 年の各スワップ･レート、スワップション･ボラティリティは、オプシ
ョン期間が 0.5 年、1 年、2 年、3 年、4 年、5 年、10 年、スワップ期間が 1 年、2 年，3 年，
4 年，5 年，7 年、10 年のデータを用いている。分析方法はパターン② を用いている。結
果は図表４にまとめている。RMSE は最大約 7%の値を記録している時期もあるがが、LSS
のように 16%超の値は出ておらず、LSS と比較して安定して推移している。また価格差の
グラフはＡＴＭヨーロピアン･スワップションのマーケット価格とモデル価格の価格差に
ついて、各月ごとに、小さい順に並べたものである。これを見ると 1998 年 8 月末の価格差
が最大 25%を超えているものもあるが、概ね-15%から 15%の範囲に収まり、大きな正ある
いは負のバイアスが見られない。従って、この期間のパターン②のストリング･モデルのス
ワップション･マーケットの当てはまりは、LSS よりも良いものと考えられる。この点につ
いて、本稿はボラティリティ及び相関構造にインプライド･データを使用しているのに対し
て LSS はヒストリカル･データから推定した値がベースになっていることの違いによるも
のと考えられる。つまりインプライド･データを適用することによりそのときの情報がモデ
ルに織り込まれた結果によるものと考えられるが、詳細については更なる分析が必要であ
る。 
 
さらに本稿の分析期間についてより詳細な考察を行う。まずパターン⑤、⑥を基準にパ
ターン①、②とパターン③、④の比較を行う。パターン⑤、⑥とパターン①、②の違いは
ボラティリティであり（相関構造は同じ）、パターン⑤、⑥とパターン③、④の違いは相関
構造（ボラティリティは同じ）。パターン⑤、⑥の RMSE の平均値がそれぞれ 2.68%、4.49%
であるが、パターン①、②はそれぞれ 6.98%、7.35%であるのに対してパターン③、④はそ
れぞれ 21.72%、27.11%と、パターン⑤、⑥に対する乖離が大きい。これは本稿のキャリブ
レーションにおいて相関構造の違いの影響が極めて大きいことを示しており、この結果か
らもストリング･モデルの相関構造の重要性が伺える。つまりストリング･モデルにおいて
相関構造の特定を誤るとデリバティブの評価においてミスプライシングの原因となりうる
ので注意が必要である。 
次にスワップション･マーケット･データに最もフィットする相関関数についての考察
を行う。上記の結果としてはパターン⑤が最もマーケット･データにフィットしているが、
??????????????????????????? 
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詳細を確認するために図表 2 の価格差を見る。パターン⑤の価格差は、平均-0.12%、標準
偏差 2.83%と、パターンの中で最も 0%の近辺に正負均等に分布していると言える（これは
図からも確認できる）。つまりパターン⑤は他のパターンと比較して、マーケット価格とモ
デル価格の価格差において、正あるいは負のバイアスが少ないことを示している。逆に相
関構造についてパラメーターの推定を必要としないパターン③、④については、RMSE が
20%を超えており、マーケット価格とモデル価格の価格差も正あるいは負のどちらかに大
きなバイアスが認められるため、これらのパターンをデリバティブの価格付け等の応用に
用いることは適当では無いと考えられる。 
 
LSS 以外にもイールド･カーブのキャリブレーションに関する研究を行なっているもの
があり、参考までにその結果を紹介する。その内容は市場データへの当てはまりが良くな
いと報告されているものが多い。Amin and Morton[1994]は、ユーロドルの先物と先物オプ
ションのマーケット･データを用いて、HJM モデルのキャリブレーションを行なっている。
彼らは 6 通りのボラティリティ関数を設定してキャリブレーションを行なった結果、市場
データへの当てはまりが良くないと報告している。加藤･吉羽 [1999]は、Amin and 
Morton[1994]と同様の方法で円金利データに対してキャリブレーションを行なっている。
彼らも結果は市場データへの当てはまりが良くないと報告している。森本･吉羽[1999]は、
国内金利市場データ（スワップ･レート、キャップ･ボラティリティ、スワプション･ボラテ
ィリティ）を用いて、BGM モデルのキャリブレーションを行なっている。彼らはマーケ
ット価格とモデル価格から計算された価格の誤差率の 2 乗和を計算したところ、1999 年 8
月 23 日以降の 10 営業日の平均価格誤差率は最も精度が良くて 4.41%の結果が出ている。
なお、Brace,Gatarek and Musiela[1997]では英国の市場データを用いてキャリブレーション
しており、価格誤差率は平均で 0.64%、最大でも 2.5%である。彼らは Brace,Gatarek and 
Musiela[1997]の結果と比較して当てはまりが悪いと報告している。De Jong,Driessen and 
Pelsser[1999]は、数種類の LIBOR 及び SWAP マーケット･モデルを設定しマーケット価格
との平均絶対価格誤差を求めている。平均インプライド･ボラティリティを 16%と過程し
た場合、平均絶対価格誤差は約 5％から 14%の範囲に収まっている。Dressen,Klaassen and 
Melenberg[2003]は、数種類の HJM タイプモデルを設定し、平均絶対価格誤差を求めたとこ
ろ 7.23%から 9.50%の値であった。Jagananthan,Kaplin and Sun[2003]は、マルチファクター
CIR モデルの評価を行なっているが、例えば、２ファクターCIR モデルにおいて、平均絶
対価格誤差は 3month into 2year スワップションについて約 8%、2year into 5year スワップシ
ョンについて 31.39%であり、これらは Bid-ask スプレッドよりも大きなスワップション･
プライシング･エラーであると報告している。 
 
 
５．考察 
本稿は、BGM モデルにおいて石山[2002]が示している問題点について、ストリング･モ
デルを用いた解決方法を示している。スワップション･マーケット価格へのフィッティング
度合いは、同じストリング･モデルを用いてキャリブレーションを行っている LSS をベン
チマークとしている。検証の結果、本稿で提案したモデルは、RMSE のレベルについては
????????? ? ?? ??
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LSS と同程度、安定性については LSS よりも良い結果が得られたことから、本稿で示した
モデルは石山[2002]の問題点をモデルの構造上解決しているのみならず、データ検証にお
いてもマーケット･データにフィットしていると考えられる。また、検証の結果、ストリン
グ･モデルにおける相関構造の重要性を示す結果も得られた。なお、相関構造は 3-4 式の
The integrated O-U sheet が最もよくマーケット･データと適合している結果が出ている。 
本稿は、共分散行列が一定（ボラティリティ、相関構造が一定）の仮定の基にキャリブ
レーションを行なっているが、近年はボラティリティ変動モデルを用いてスワップション
等の評価を行なっている研究も見られる。Han[2004]は、主成分分析により求めた固有値を
確率変動するものと仮定して、LSS 同様に ATM ヨーロピアン･スワップションのプライシ
ングエラーを求めている。Kimmel[2004]は債券価格及びフォワードレートのボラティリテ
ィが隠れ変数の集合に依存するストリング･モデルを開発している。Collin-Dufresne and 
Goldstein[2003]は、債券価格のダイナミクスが確率的ボラティリティを持つストリング･モ
デルに従う一般化アフィン･モデルを求めている。Bester[2004]は、Kimmel[2004]のモデル
について、フォワードレートの平均、分散、共分散等を状態変数として、MCMC を用いて
これらを推定している。Baliakin,Egorov and Li[2004]は債券価格のボラティリティ及びコー
リレーションが固定であると仮定されているストリング･モデルは、キャップ価格をうまく
価格付けできないことを示しており、ボラティリティ及びコーリレーションを確率変動さ
せることの重要性を述べている。 
近年は複雑なペイオフを持つ金融商品が多く開発されており、イールドカーブの変動を
より正確に記述できるモデルが必要となってくる。上記の確率的ボラティリティ･モデル等
もその 1 手段であり、今後多くの研究成果が求められる。 
??????????????????????????? 
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図表１：RMSE の分析 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ① ② ③ ④ ⑤ ⑥ 
平均 6.98% 7.35% 21.72% 27.11% 2.68% 4.49%
標準偏差 2.32% 1.55% 1.75% 1.51% 0.91% 1.10%
中央値 7.55% 7.91% 22.20% 26.83% 2.64% 4.54%
最大値 10.42% 10.15% 24.21% 31.86% 5.10% 6.20%
最小値 2.51% 4.66% 17.80% 23.94% 1.35% 2.58%
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図表２：価格差の分析 
下記表は、ＡＴＭヨーロピアン･オプションのマーケット価格とモデル価格の価格差に
ついて、全分析期間の平均値、標準誤差、最大値、最小値を表記したもので、図は各月ご
との価格差の値を小さい順に並べプロットしたものである。 
 
 ① ② ③ ④ ⑤ ⑥ 
平均 -3.62% -3.69% -4.79% 14.09% -0.12% -1.37%
標準偏差 6.40% 6.54% 21.25% 23.21% 2.83% 4.41%
最大値 7.52% 13.53% 53.54% 83.88% 19.30% 16.84%
最小値 -31.10% -30.52% -42.20% -49.14% -10.58% -14.06%
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図表３：パラメーター 
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図表４：LTCM 危機時における分析 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
補論 1 
 
本稿では「HJM モデル」がストリング･モデルの比較対照としてはのべられており、ま
た Kerhof and Plesser[2002]は離散ストリング･モデルが HJM フレームワークの特別なケー
スであることを示している。従ってストリング･モデルは HJM モデルとある程度密接した
関係があると考えられ、ストリング･モデルを理解するためには HJM モデルの理解も必要
と思われる。HJM モデルの詳細については他の論文あるいは書籍にて紹介されているため、
ここでは金利モデルの変遷として HJM モデルの誕生及びその発展形までを概観する。 
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キャップ／フロアーやスワップションの評価には Black の先物オプション評価式が用い
られていることはすでに述べたが、しかしこの Black モデルは、原資産であるところのテ
ナーあるいは満期が異なっている LIBOR レートや SWAP レートは、個々に独立し相互関
係は無いものと仮定している。これは LIBOR レートと SWAP レート間の関係も同じであ
る。従って、本来密接な関係があるところの、テナーあるいは満期が異なっている LIBOR
レートや SWAPレートを原資産とするキャップ／フロアーやスワップション等の金利デリ
バティブの総合的評価はもとより、エキゾチック･デリバティブの評価はできず、金利間の
相関構造が大きな影響を持つ商品のリスク管理に適用できない等の問題があった。また理
論的には、価格評価の際に採用する測度が明確化されていない点、均衡や無裁定などの経
済原理に基づいて導出されているわけではない点、また他でも述べたが、原資産とする
LIBOR レートや SWAP レートは確率変動するものの、現在価値を求めるための割引関数は
固定化していることから矛盾している点等、様々な問題点があった。 
このような問題点を解決するための手段としてスポットレート･モデルが開発された。
このモデルは瞬間的スポットレートを状態変数とし、債券及び債券オプションを瞬間的ス
ポットレートのデリバティブとして評価する。代表的なモデルとしては Vasciek モデル、
HW モデル、CIR モデル、BDT モデル等があげられる。Vasciek モデルは、ドリフト関数と
して一定の平均回帰金利及び回帰速度をもち、ボラティリティ関数は一定値とするモデル
である。HW モデル(Hull-White モデル)は、ドリフト関数として時間可変型の平均回帰金利
および一定の回帰速度をもち、ボラティリティ関数は一定値とするモデルである。
CIR(Cox-Ingersoll-Ross モデル)は、ドリフト関数として一定の平均回帰金利及び回帰速度を
もち、ボラティリティ関数は金利の平方根に比例する関数としたモデルである。BDT モデ
ル(Black-Derman-Toy モデル)は、二項格子法を用いる無裁定モデルである。このモデルは
将来の短期金利を予測するために、現時点の金利の期間構造に加えて金利のボラティリテ
ィの期間構造もインプット･データとして使用し、これら市場データとの整合性を保ちつつ
無裁定条件とモデルの前提条件（短期金利の変化が対数正規分布に従うと仮定）とを組み
合わせることにより、将来の短期金利を二項分布の形式でモデル化する。スポットレート･
モデルは取り扱い易さもあって実務にも広く浸透しているモデルであるが問題点もある。
瞬間的スポットレートの変動で金利の期間構造全体の変動を生成すると、満期の異なる金
利の間の相関係数が１となり完全相関となる。実際の金利の期間構造のダイナミクスはも
っと複雑であり、異なる期間の金利が相互に影響しあって時間発展する。スポットレート･
モデルのように特定の満期の金利を対象にするのではなく、金利の期間構造全体の時間発
展のモデル化が必要であった。そのようなモデル化は無裁定条件が複雑になり、特定の満
期の債券と預金勘定の間の無裁定ではなく、任意の満期を持つ債券間の無裁定を保証しな
ければならない。 
HJM モデルは、スポットレート･モデルのこのような問題点を解決するために、
Heath,Jarrow 及び Morton により開発されたモデルである。HJM モデルは、瞬間的フォワー
ドレートを状態変数とし、満期の異なる瞬間的フォワードレートの変動は独立しており、
瞬間的フォワードレートは正値という条件以外に理論的な制約がない。シングルファクタ
ーHJM モデルについて、その確率微分方程式を微分形式であらわすと 
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( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫++= t  0  t  0  sPss0t dsTαdWTσTfTf  
となる。モデル構築の概略は次の通りである。任意の満期を持つ割引債及び預金勘定の
間に、裁定機会が存在しないための条件を探す。まず満期を固定した債券を１つ選択し、
預金勘定との間で裁定機会が生じないようマルチンゲール測度 が１つ存在することを示
す。次に測度 が選択した債券の満期に依らないことを示し、ある満期を持つ債券と預金勘
定の間で無最低条件を満たすような測度を一つ固定すれば、その測度のもとで任意の満期
を持つ債券と預金勘定の間でも裁定機会が無いことが保障される。このように展開して行
くと、瞬間的フォワードレートの時間発展は、瞬間的フォワードレートのボラティリティ
のみによって決定される。つまり、HJM モデルのドリフト項はボラティリティにより一意
に決まるためボラティリティの期間構造を指定すれば、金利デリバティブの評価が可能と
なる。また HJM は瞬間的フォワードレートの時間発展をウィナー過程の線形結合で記述す
るため、マルチファクター化が比較的簡単に可能である。 
このように HJM モデルは Black の先物オプション評価式やスポットレート･モデルの問
題点を解決するために開発されたが、HJM モデルにも問題点がある。理論的には、瞬間的
フォワードレートが正規分布に従って時間発展すると仮定すると将来の金利が負になる可
能性があり、対数正規分布に従って時間発展すると将来の金利が無限大に発散するという
問題がある。実務的には、瞬間的フォワードレートは実際に取引されておらず、仮想の金
利であるため HJM モデルを直感的に理解しにくいという問題点がある。また依然としてマ
ーケットでは、Black の先物オプション評価式を用いてキャップ/フロアー及びスワップシ
ョンの評価が行われており、Black の先物オプション評価式をこれらの評価に適用する上
での数学的裏づけ、および無裁定を保証する金利モデルの定式化が望まれていた。マーケ
ット･モデルはこのような背景のもとに開発され、次の特徴をもつ。 
● マーケットで実際に取引される金利を状態変数とする。 
● 預金勘定と債券間、及び債券間の無裁定条件をみたす。 
● マーケットで実際に取引される金利が対数正規分布に従って時間発展するため、金
利の正値性を保証する。 
● キャップ/フロアー及びスワップションの評価式が Black の先物オプション評価式と
一致する。 
このような特徴のため、マーケット･モデルは実務において広く活用されるようになっ
てきた。なお、マーケット･モデルは大きく分けて、Brace,Gatarek and Musiela によって提
唱された、フォワード LIBOR レートを状態変数とするモデル（BGM モデル）、及び
Jamshidian によって提唱された、フォワード SWAP レートを状態変数とするモデルがある。 
 
 
補論 2 
 
補論 2 では「金利ボラティリティ」から「価格ボラティリティ」への変換を示す。 
 
割引債価格とフォワード LIBOR レートの関係は、 
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( ) ( ) ( )τττ ++=+ TTLTBTB ttt ,1
1       (補論 2-1) 
で示すことができる。ここでτ はテナーを示す。補論 2-1 式を ( )τ+TTLt , で微分すると、 
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     （補論 2-2） 
となる。補論 2-2 式について次のように展開する。 
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      (補論 2-3) 
ここで、 
( )τττ ++− TTLt ,1
1  
はデュレーションに他ならず、これを D とする。 
次に Bt、Lt についての確率微分方程式を 
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     (補論 2-5) 
とする。 QtdW は測度Qで示されるブラウン運動、 τ+TQtdW は測度 τ+TQ で示されるブラウン運
動を示す。次に補論 2-3 について分散をとると、 
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, 22     （補論 2-6） 
となり、補論 2-6 式の分散V は、補論 2-4 式、補論 2-5 式から、 
( ) ( ) ( ) dtTTTTLDdtT ttnt 2222 ,, τστϑ +⋅+⋅=      (補論 2-7) 
となり、補論 2-7 式について、両辺の dt を削除して平方根をとることにより、価格ボラティ
リティは金利ボラティリティで示せる。 
 
（かんけ・かずお 社会文化科学研究科博士後期課程） 
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